



















of  this paper.   For  that, a  formulation  is developed for 
the  preliminary  design  of  high  aspect  ratio  active 
flexible wings.   The formulation captures the nonlinear 
(large) deflection behavior of  the wings,  the effects of 
anisotropic  piezoelectric  composites  embedded  in  the 
skin,  and  the  unsteady  subsonic  aerodynamic  forces 
acting  on  the  wing.    Because  the  wing  is  long  and 
slender,  it can be modeled as a beam undergoing  three 
dimensional  displacements  and  rotations.    The  cross 
sectional  stiffness,  inertia,  and  actuation  properties  of 
the  wing  are  calculated  along  the  span,  and  then 
incorporated  into  the  1-D  nonlinear  beam  model 
derived  in  this  paper.    Finite-state  unsteady  subsonic 
airloads  are  incorporated  to  complete  the  state  space 
aeroelastic model.    The  result  is  a  low  order model, 
capable  of  representing  the  important  aeroelastic 
behavior, suitable for preliminary structural design and 
control  synthesis.  The  capabilities  of  the  formulation 
are  exemplified  at  the  end.  Among  other  things  it  is 
shown  that  the  wing-warping  control  with  embedded 





In  the  design  of  aircraft wings,  the  goal  is  usually  to 
minimize the weight of the aircraft structure for a given 




making  them  prone  to  aeroelastic  instability.  At  the 
optimal design point, it is possible  that one or more of 
the constraints associated with strength and aeroelastic 
stability  are  active.    Furthermore,  flexible wings will 
undergo  large  deflections,  making  their  aeroelastic 
response  difficult  to  analyze  and  control  using  linear 
methods. Replacing the conventional flaps and ailerons 
with  conformable  surfaces with  embedded  anisotropic 
piezoelectric materials  in  the  skin may  lead  to  lighter 
designs. Two main reasons for that are:  
 
1.  The  actuatuors  are  integral  to  the  structure,  and 
contribute  to  its  overall  stiffness;  it  eliminates  the 
extra  weight  associated  with  hydraulic  lines  and 
mechanical linkages. 
 
2. The  active wings will  be  able  to  extend  the  flutter 
and  divergence  boundaries  through  active  control, 
allowing  for  a  new  optimal  design  point  to  be 
reached, increasing the feasible design space. 
 
Structural  design  of  aircraft  wings  is  an  inherently 
iterative  process.    With  flexible  wings,  this  is 
complicated  by  the  fact  that  the  lift  characteristics 
depend  on  the  deformed  shape  of  the  wing,  which 
cannot  be  accurately  computed  without  simulation.  
Knowledge  of  how  the  active  and  passive  composite 
constructions  affect  the  overall  aeroelastic  behavior  is 








the  structure  should  be  considered  within  the  overall 
context of aeroelastic design. 
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improve  performance  rather  than  degrade  it.   At  high 
dynamic  pressure,  flaps  and  ailerons  may  experience 
control  reversal,  due  to  the  aerodynamic  twisting 
moment  experienced  by  the wing  when  the  flaps  are 
deflected.    High  frequency  control  surface  actuation 
may  excite  structural  or  aeroelastic  modes  of  the 
complete  aircraft,  or  may  produce  no  effect  at  all.  
Active  induced-strain  actuated  wings  may  have  the 
ability to overcome some of these problems. 
 
There  are  different  studies  found  in  the  literature  that 
address  some  of  the  issues  associated  with  highly-
flexible active wings as discussed in this paper. One of 
the  first  active aeroelastic wing  studies was conducted 
by  Crawley  and  co-workers  (e.g.,  Ref.  [1]).  They 
examined dominant issues in the preliminary design of 
a  strain  actuated aeroelastic wing.   Scaling parameters 
were  used  to  characterize  the  authority  and 




active  wing  hardware  was  studied  at  NASA  Langley 
under the PARTI wing program2. 
 
Librescu  and  co-workers  have  studied  the  use  of 
adaptive  materials  to  control  the  effects  of  pressure 
pulse loading on wings3.   In this study, the wings were 
modeled  as  doubly  tapered  thin walled  beams,  taking 
into  account  the  effects  of  transverse  shear,  warping 
inhibition,  material  anisotropy,  and  the  effects  of 
piezoactuators  spread  over  the  surface.    The  results 




Khot  and  co-workers  have  explored  the  active 
aeroelastic  wing  concept4  by  using  elastic  twist  and 
camber  deformation  in  a  fighter-type wing  (e.g., Ref. 
[5])  The  goal  was  to  enhance  roll  maneuver 
performance at high dynamic pressures.  Therein, a full-
scale  conventional  wing  construction  was  considered 
for  the  assessment  of  the  strain  energy  required  to 
produce  the  antisymmetric  twist  and  camber 
deformation needed for a given roll performance.   The 
actuators that would generate the deformation were not 
defined  in  the  study  and  therefore  their  effects  on  the 
aeroelastic  characteristics  of  the  wing  could  not  be 
accounted. 
 
Jones  and  co-workers  have  worked  on  high-altitude 
long-endurance  (HALE) vehicle design during  the  last 
decade  (e.g.,  Ref.  [6]).  They  describe  some  of  the 
design  challenges  associated  with  these  vehicles.  





Patil  and  co-workers  have  studied  the  nonlinear 
behavior of flexible wings undergoing large deflections.  
In  Ref.  [7],  the  necessity  for  including  higher-order 
nonlinear  effects  to  accurately  model  the  aeroelastic 
behavior  is detailed.    In particular,  a  linear  aeroelastic 
analysis based on the undeformed geometry will lead to 
erroneous  results when  the wings  are  highly  flexible.  
To  accurately model  the  behavior,  the wings must  be 
brought to their nonlinear equilibrium condition before 
the  analysis  can  proceed.    From  there,  a  stability 
analysis can be performed on  the  linearized model.    It 
was found that the flutter speed tends to decrease when 
the wing  tip  displacements  increase.    This  effect  can 
only  be  obtained  if  the wings  are  first  brought  to  the 
nonlinear  static  equilibrium  through  an  iterative 
process. The main reasons for the changes in aeroelastic 
behavior  as  the  wings  deform  are  that  both  the 
structural  modes  and  the  influence  of  aerodynamic 
forces  onto  the  structure  change  considerably  as  the 
deformation  increases.    The  first  chord-wise  bending 
mode  of  the  straight  wing,  for  instance,  will  tend 










aerodynamic  strip  theory.    The  resulting  nonlinear 
equation  set  is  solved  by  a  full  Newton  method.  




Cesnik  and  Ortega-Morales  present  a  framework  for 
studying  the effects of combined bending and  twisting 
actuation  on  the  aeroelastic  performance  of  highly-
flexible  active  composite  wings9,10.    Therein,  the 
nonlinear  active  aeroelastic  analysis  consists  of  an 
asymptotically correct active cross section formulation, 
geometrically-exact mixed formulation for dynamics of 
moving  beams,  and  a  finite-state  unsteady 
aerodynamics model.   LQG  controllers were designed 
to  alleviate  gust  loads  and  to  extend  the  flutter 
boundary. 
 
To  navigate  the  rich  structural  design  space  of  active 
flexible wings requires a large degree of iteration.  The 
ongoing work  intends  to develop  a  framework  for  the 





the  equations  of motion  for  the  two-wing  active  roll 
model is discussed in this paper.  First a nonlinear beam 
model  is  derived  in  which  the  effects  of  embedded 
anisotropic piezoelectric strain actuation are  taken  into 
account.    Then  the  principle  of  virtual  work  is 
employed  to  arrive  at  the  equations  of motion  for  the 
rigid  roll/flexible  wing  structure.    A  finite-state 
unsteady airloads model11,12 is incorporated to complete 
the  aeroelastic  model.    Finally,  the  equations  are 












Three  reference  frames  are  used  in  this  study.    The 
global frame  is represented by a, with gravity pointing 
in the negative z direction.  The body frame, b, is fixed 
to  the  fuselage,  and  is  initially  aligned  with  frame  a 
before  being  taken  through  two  rotations.    First,  as 
shown in Fig. 1, the body is rotated about the x axis by 























































modeled  as  beams  undergoing  fully  coupled  three-
dimensional  deformation.    Because  of  the  large 
deformation  due  to  wing  flexibility,  a  nonlinear 
formulation  is derived  that describes  the motion of  the 
reference  line. The beam  reference  line  is  treated  as  a 
three dimensional line of constant length, with bending 
and  torsion  deformation.    The  shape  of  the  line  is 






Assuming  that  the wing  deformation  is  dominated  by 
bending and  twisting deformation,  i.e.,  the extensional 












































































































several  advantages.    First,  the  shape  of  the  reference 
line  is completely defined by  three variables along  the 
coordinate,  s,  instead  of  six  to  twelve  required when 
displacements and rotations are used as the independent 
variables.   Since no  extra  variables  are used  to define 
the shape of  the  reference  line,  the need  for constraint 
equations  is  eliminated. Second, when  solving  for  the 
motion of the reference line, no singularities exist in the 
solution.   Furthermore,  it  is generally more difficult  to 





integrating  over  the  volume  all  internal  and  external 





dVzyxzyxfW ),,(),,( δζδ                  (9) 
 
where  f  represents  all  generalized  forces  acting  on  a 
differential  volume  element,  including  the  inertial 
forces  distributed  over  the  element,  pressure  forces 
applied  to  any  free  surfaces,  and  internal  elastic  and 
piezoelectric  stresses,  and  δζ  is  the  corresponding 
virtual displacement. 
 
This  equation  can  be  simplified  through  the  assumed 
kinematical  and  constitutive  relations  of  the  present 
problem.   The  fuselage  is  treated  as  a  rigid body with 
only roll degree of freedom and center of gravity on the 

































The  kinematic  variables  that  describe  the  rigid  and 
flexible motion of the vehicle are 
 
                         }),(),({ φκκ LR ssq =                         (11) 
 
where  thte subscripts R and L correspond  to quantities 
associated  with  the  right  and  left  wing,  respectively. 
Furthermore,  it  is assumed  that  the curvature variables 
can  be  interpolated  from  discrete  values  at  linearly 




















where  κR  and  κL  are  columns  containing  the  {x,y,z} 
curvature  variables  at  the node  locations,  and φ  is  the 
roll  angle.   For  the  rest of  this paper,  the notation  (•) 
will  be  used  to  denote  a  column  vector  of  nodal 
quantities. 
 
The  position  and  orientation  of  the  local  coordinate 





























where Pi  is  the position of  the  ith node with respect  to 
the  body  coordinate  system,  fixed  at  the  fuselage 











T RqKqCqMqW +−−−= δδ         (14) 
 
where  Mq,  Cq,  and  Kq  are  the  mass,  damping,  and 
stiffness  matrices,  respectively,  and  Rq  contains  the 
effects  of  external  loads  and  applied  voltage  to  the 
piezoelectric plies within the wing construction.  In Eq. 
(14),  the  total virtual work contributed by each virtual 
displacement  must  be  zero,  since  the  virtual 
displacements  are  arbitrary.    Then,  the  term  in 
parentheses  must  vanish,  giving  the  second  order 
structure equations of motion 
 





The  reference  axis  is  discretized  at  nk  equally  spaced 
coordinates, sk, between which the curvature is assumed 






































pf mam ][=                           (17) 
 
The integral of the product of two or more functions of 


















































































Starting with  the position  and orientation of  the beam 
root  attachment  point,  and  using  the  assumption  that 
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where κj  is  a nodal  curvature  variable,  as  in Eq.  (16).  
The  nodal  displacement  and  rotation  variables  for  a 







































































































































where  i  =  x,y,z  and  the  elements  of  the  Jacobian 
matrices in these equations are constructed by applying 
the  relationships  in Eqs.  (22)-(26).   The nodal angular 




in  the velocity  terms.   Note  that  in  these  relations  the 
nodal  position  and  direction  vectors, P  and  u,  do  not 
depend  on  the  orientation  of  the  body  since  they  are 
defined  with  respect  to  the  body  frame.    The  virtual 
displacements,  velocities,  and  accelerations,  however, 




The  inertial  and  gravitational  forces  acting  on  each 
volume  element  of  the  wings  and  wing  stores  are 
considered.  The total virtual work is derived in a form 























A uuuph =                     (34) 
 
where  pA  is  the  position  of  the  origin  of  a  coordinate 
system fixed in A with respect to an inertial frame, and 
{x,y,z}  is  the  position  of  point  a  in  the  body,  with 
respect to that local coordinate system. 
 
The  inertial  and  gravitational  forces  acting  on  a 
differential volume element are given by 
 















aa )( −== ρδδδ      (36) 
 





















































































































represents  the  total  inertial  and  gravitational  virtual 
work acting on a rigid body, such as an engine, or  the 
virtual work per  length acting on a wing cross section.  
The  total virtual work done on  the  flexible part of  the 
























































and  h  is  a  column  matrix  of  nodal  displacement 



































Considering all of  the vehicle motion,  the  total virtual 
work  due  to  inertial  forces  acting  on  the  vehicle  is 
established 
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and  If  is  the  fuselage  roll  inertia.    Eq.  (42)  can  be 
written  in  terms of  the  curvature  and  roll variables by 
applying  Eqs.  (29)  and  (31),  and  constructing  the 
Jacobian matrix, 
 































































































































































                     (46) 
The total virtual work becomes 
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The  aerodynamic  loads  used  in  the  present work  are 
based on  the  formulation of Refs.  [11]  and  [12].   The 
theory  calculates  loads  on  a  thin  deformable  airfoil 
undergoing large motion in a subsonic flow, with small 
deformations  about  that  motion.    In  the  present 
approach,  the airloads  are written  in  terms of  the  total 






































222 λαλαλαπρ dzzddzbD +++++−=  
 
where b is the semichord, d is the distance of the mid-
chord  in  front  of  the  reference  axis,  and  λ0  is  the 












The  inflow  is  obtained  through  the  finite-state  inflow 














λn  can  be  expressed  as  a  set  of  differential  equations, 
expressed here as 
 
                    ααλλ 4321 EEzEE +++=                   (50) 
 
where  the  matrices,  Ei,  are  based  on  the  description 









































































































































The  integration  is  performed  by  evaluating  the 



























































































































































qqq −=∆ ,  and 
0
q is  the  system  state where 
the instantaneous loads are evaluated.  Here, gust input, 




The  internal  elastic  and  piezoelectric  forces  and 
moments constitutive  relation may be obtained  from a 
thin-walled model, such as given in Ref. [13], or from a 


































































where F1  is  the extensional  force, M1, M2, and M3, are 
the moments about the local x, y, and z axes.  The total 




































































































































where  vi  is  the voltage  applied  to  the  ith  active ply  in 
the cross section.  Each active region along the span has 





















































































from  the wing dynamics while  retaining  the  effects of 




















































where  all  the  coefficient  matrices  except  for  the 
stiffness  and voltage  influence matrices depend on  the 
current wing position. 
 
The  structure  equations  of  motion  are  obtained  by 













































As  described  above,  the  aerodynamic  forces  and 
moments can be written in terms of the vehicle motion 
variables,  the  induced  flow,  and  gust  velocity.    The 




                 FDqKqCqM =+++ λààà                       (67a) 




















                        qqq MBFBMM 32
à −−=                  (68a) 
                        qqq MBFBCC 32
à −−=                    (68b) 
                        qq MBFBKK 32
à −−=                     (68c) 
                           λλ MBFBD 32 −−=                      (68d) 
                           ww MBFBB 325 +=                       (68e) 
 







































































Using  the  full  state  vector  in  Eq.  (69),  instead  of 
perturbation of the state vector about the instantaneous 








































The  steady  deformed  shape  of  the  wing  under  the 
influence  of  aerodynamic  loads,  gravity,  and  applied 
electric field is given by the nonlinear equation 
 
             GBMBFBvBK aeroaeroi 4321)( +++=−κκ      (73) 
 
which must be solved  in an  iterative manner since  the 
right  hand  side matrices  and  static  aerodynamic  loads 
vectors depend on the current deformed geometry.  This 
can  be  done  by  successively  applying  the  load  vector 
based on the current geometry and allowing the solution 
to converge  to a  final value.   Numerical damping may 
be added  for numerical stability.   For  a stiff wing,  the 
solution is usually obtained within 5 to 7 iterations.  As 
the  wings  become  more  flexible,  the  number  of 




Stability  analysis  can  be  conducted  by  bringing  the 
wing  to  its steady state nonlinear deflection at various 
flight conditions and computing  the eigenvalues of  the 
linearized system.   At  the critical flutter speed  the real 
part  of  the  eigenvalues  corresponding  to  the  unstable 
aeroelastic mode  become  positive,  indicating  that  the 
mode  has  negative  damping.    While  the  linearized 





Internal  damping  may  be  added  to  the  model  to 
approximate  the  true  behavior  of  the  wings  and  to 
reduce  the  effects of high  frequency  structural modes, 
which may not be well modeled.   This can be done  in 
many ways.    In  the  present  formulation,  the  internal 
damping  forces  are  assumed  to  enter  the  structure 
equations in a similar way as internal elastic forces, i.e., 
a constitutive equation relating  internal forces  to strain 
rates.  This  enters  the  discrete  model  as  stiffness 
proportional damping,  
 
                                      KC α=                                 (74) 
 
where α is solved  for which results  in  the desired  first 
mode  damping.   Typically,  the  first mode  damping  is 
set  to  a very  small non-zero value  (<  .001).   This has 
the  effect  of  damping  out  high  frequency  structural 






long-endurance vehicle.   A graphical  representation  is 
shown  in Figure 5.   These  aircraft  are designed  to  fly 
above  50,000  ft  and  have  half-aspect  ratio  of  around 
10:1.  In the present study, each wing is 30 m in length, 
as shown in Figure 6, and has a single spar running the 
entire  length.  The  airfoil  profile  is  a  NACA  0014 




constant  along  the  span,  and  is  summarized  in  the 




layers are embedded  in  the airfoil skins;  two  layers on 
top and to on bottom, and are arranged to produce both 




















A  simple  flight  plan  was  constructed  based  on  the 
desired  altitude  profile  (Figure  10).    The  wings  are 
assumed to carry 40% of the total fuel, distributed over 
the  inboard  60%  of  each  wing.    The  fuel  mass  is 
assumed  to be depleted  linearly  from  the beginning  to 
the  end  of  the  flight.   A  cruise  speed  of  195 m/s  and 
cruise  altitude  of  19,800  m  are  selected.    The  flight 
speed  profile  is  constructed  such  that  the  dynamic 
pressure  is constant for  the duration of  the flight.   The 
body  trim  angle  of  attack  is  than  solved  for  at  each 
point  along  the  flight  plan  (based  on  the  linearized 







Twist  is  achieved  by  adjusting  the  polarity  of  the 
electric  field  applied  to  the  four  active  layers  on  the 
airfoil surface.   Figure 11 shows  the  twist  response of 
the wing as the active ply angle is varied from 0 to 90 
deg.    Normally,  the  maximum  twist  response  would 
occur  at  45  degrees  with  respect  to  the  spanwise 
direction. However, since there is coupling with the +/-
45-degree  spar  plies,  the  maximum  twist  response 













active  plies  also  affects  the  bending  stiffness.      The 
maximum  bending  stiffness  occurs  when  the  active 
plies are oriented at 0 degrees with respect to  the span 







on  the deformed shape of  the wing,  the stresses on  the 
outer  surface  were  evaluated.    Figure  14  shows  the 
















longitudinal  stresses occur  in  the  stiffener plies, whith 
its  fibers  oriented  in  the  spanwise  direction.    The  30 
deg.   graphite composite plies are also highly stressed. 
































The  flutter  boundary  was  obtained  at  several  points 
along  the  flight  profile.  At  each  point,  a  nonlinear 
equilibrium  solution  was  obtained  and  the  wing  was 
linearized about  that  to evaluate  the  flutter speed. The 
result  is plotted along with  the design speed profile  in 
Figure  19.    The  result  shows  that  the  vehicle  has 
approximately 7%  flutter margin  in  the cruise segment 
of the flight and it is at the flutter boundary for the other 
points.  This  leads  either  to  the  need  for  strucutral 
redesign, or  the  continuous use of  active  controls  (not 







the  flight  plan,  based  on  static  calculations.   Because 
the flight speed is lower at the beginning and end of the 
mission,  the  roll  rate  is correspondingly slower. These 
results show that for this wing, the warping control for 
roll  can  provide  about  60%  more  authority  than  the 
aileron  control.  Figures  22  and  23  show  the  roll  rate 
time  response  at  three  characteristic  points  along  the 
flight  plan  for  the  wing  warping  and  aileron  control 
inputs,  respectively.    The  response  to  20  deg.  flap 
deflection  is  shown  for  comparison.    As  would  be 
expected,  the  response  in  the  landing  phase  is  the 
fastest,  since  the  fuel  in  the wings  has  been  used  up, 
reducing  the  roll  inertia.    The  maximum  roll  rate  at 


















Due  to  the wing  flexibility,  the  application  of  sudden 
aileron  or  actuator  input  tends  to  couple  into  the  first 










of  internal  anisotropic strain actuation on  the behavior 
of  highly  flexible  high-aspect  ratio  wings.  The 
numerical studied presented in this paper showed some 
of  the capabilities of  the active aeroelastic  formulation 
in dealing with a HALE-class aircraft. For the proposed 
design,  twisting  the  wing  with  embedded  anisotropic 
piezocomposite  actuators  provides  an  improvement  in 
performance when  compared with  traditional  ailerons 
and  shows  the  potential  for  primary  wing  control 
without  discrete  control  surfaces.  A  nonlinear  beam 
model  was  developed  in  order  to  represent  large 
(coupled)  bending  and  twisting  deformations.    By 
dealing with  strain variables  instead of displacements, 
the  formulations  allows  for  the  exact  solution  of  the 
elastica  problem  in  a  very  efficient manner. To  study 
the effectiveness of active wings to generate aircraft roll 
control,  a  two-wing  formulation with  freedom  to  roll 
was  developed  based  on  the  strain-based  beam 
formulation.  Both  wing  warping  and  aileron  roll 
controls are included in the present study. The resulting 
framework  is  capable  of  representing  the  large 
deformations associated with the flexible wing with the 
aeroelastic equations in state-space form. The low-order 
resulting  model  allows  for  control  synthesis  and 
simulation.   The  present  implementation  provides  the 
capability  for  integrated  structure  and  control 
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E-glass  1.143   0/90  0  1 
APA  4.360  -39  0  1 
E-glass  1.143   0/90  0  1 
APA  4.360   39  0  1 
E-glass  4.932   0/90  0  1 
APA  0   -39  0  1 












  E-glass  Graphite  APA 
Mass (kg/m3)  1700  1500  4100 
Q11 (GPa)  20  73  34 
Q12 (GPa)  2.9  5.6  7.5 
Q22 (GPa)  20  73  17 
Q33 (GPa)  4.1  6.6  5.1 
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